Chapitre 3

Calcul algébrique dans R
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1 Inégalités dans R

1.1 Opérations et inégalités

Théoréeme 3.1 — Opérations et inégalités
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Soita,b,c,d € R.
e Jash
1. Transitivité de 'inégalité : e — a<c
<c

2. Addition : si deux inégalités sont dans le méme sens, on peut les additionner :
a<b
- = a+c<b+d
c<d

3. Multiplication : si on multiplie une inégalité par un réel A qui est ...

a<b = Aa<Ab (siA >0) a<b = Aa>Ab

... positif, alors le sens est conservé : ... négatif, alors le sens est inversé :

(siA <0)
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Calcul algébrique dans R

a<b
A On ne peut en aucun cas soustraire des inégalités : { ; 4 ><a —c<b—-d
(SIS

Remarque. Dans les assertions 1 et 2, si une des deux inégalités de départ est stricte, alors I'inégalité de la
conclusion est stricte également, par exemple :

<b
4= — at+c<b+d
c<d

En revanche, pour 'assertion 3, il faut non seulement avoir @ < b mais aussi une condition de signe strict sur A.
Par exemple, sia < b et A > 0, on peut affirmer que Aa < Ab.

Théoréeme 3.2 |

Soitn € N* etay,--- ,a, des réels positifs. Si a; + ...+ a, = 0, alors tous les réels ay, - - - ,a, sont nuls.

Démonstration. On suppose que a; + ...+ a, = 0. Montrons que Vi € [1,n] a; =0.Soiti € [1,n].Ona
0<agi<ay+...4a,=0

donc a; = 0. D’ot1 le résultat. O

1.2 Majoration et minoration

Méthode — Majorer ou minorer une expression

Soita,b € R
e Pour majorer a — b, il faut majorer a et minorer b

e Pour minorer a — b, il faut minorer a et majorer a

. a . . .
e Pour majorer b aveca > 0 et b > 0, il faut majorer a et minorer b.

. a . . .
e Pour minorer b aveca > 0 et b > 0, il faut minorer a et majorer b.

X2 —Inx

Exemple 1. Soitx € [1 , 2] . Majorer et minorer |'expression 3



2 Valeur absolue

2.1 Valeur absolue

| Définition3.3 |

Soit x € R. On note |x| la valeur absolue de x que I'on définit par :

:
1
1
1
1
x six>0 !
x| := . -
—x six<0 :

1

On peut également donner la définition équivalente |x| = max(x, —x), i.e. que |x| est la valeur maximale entre x
et —x.

Théoréeme 3.4 — Propriétés évidentes de la valeur absolue

Soitx,y € R.

1. |x| >0 4. [x| =0 sietseulementsi x=0

2. |x|zx et |x[>-x 5. |x{=|—x| (lafonction étant paire)

3. Pour tout réel positifa :
: x| _
6. |xy|=x|x|y| etsiy#0: |=-|=—

—a<x<a <= |x|<a y| Iyl

En particulier, on peut prendre a = |x| dans 3, de sorte qu'ona: —|x| <x < |x]

On rappelle que pour tout réel positif a, le réel \/a est par définition I'unique solution positive de x*> = a.

Théoreme 3.5 — Relations entre carré, racine carrée et valeur absolue

Pour tout réel a, on a: Pour tout réel a positif, on a : Pour toutréel a, on a:

|a|* = a® Vai=a Va2 = |4
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Calcul algébrique dans R

Démonstration. Montrons les assertions de gauche a droite.
e Sia est positif, on a |a| = a, donc |a|® = a>. Si a est négatif, alors |a|* = (—a)? = d°.
e \/a étant (par définition) solution de x*> = g, on a naturellement \/a ‘=a
e Parl'assertion de gauche, |a| est une solution positive de x> = 4%, donc Va2 = |a.

O

Remarque. Les trois relations du Théoréme 3.5 sont extrémement utiles dans les exercices. Il ne faut pas les
confondre!

2.2 Inégalités triangulaire

Théoreme 3.6 — Inégalités triangulaire

Soit x et y deux réels.
Premiére inégalité triangulaire: |x+y| < |x|+ |y|

Seconde inégalité triangulaire : ‘ |x| — |y ‘ <l|x—y|

Démonstration.

O
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Q On ne peut écrire |x — y| <+xt="1y[. Par contre, on a:

vl = _ < —y| =
=yl =+ (=) < x4+ =yl=Ixl+ 1yl
1ere inég.
Exemple 2. Soitx € [— 1,4] ety e [—3,1].
1. Donner un majorant simple de |x]| et |y|.
2. Démontrer que |x+2y| < 10.

3. Démontrer que |x+2y| < 7.

2.3 Distance entre deux réels

Définition 3.7
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La quantité |x — a| représente en effet la distance entre les réels x et a lorsqu'ils sont disposés sur une droite
orientée :

On a toujours d(x,a) = d(a,x) : ce réel correspond a la notion intuitive de distance entre deux réels x et a.

Exemple 3. Soit € > 0 eta € R. Résoudre I'inéquation |x —a| < € d’inconnue x € R.

G. Peltier 5/16



Calcul algébrique dans R

3 Equations et inéquations

3.1 Principe général

On appelle (in)équation une (in)égalité comportant une ou plusieurs inconnues : on cherche alors pour quelles
valeurs de ces inconnues est-ce que I'(in)égalité est vérifiée. Voici deux exemples d’énoncé :

Résoudre dans R : x+2=vx+8
Résoudre dans R : x—2<+V3x+4

Ici, on comprend que I'inconnue est x (car cette variable n’a pas été introduite avant), et qu’il s’agit d'un réel
(“dans R”).

Remarque. Vos connaissances de terminale vous permettent de résoudre toute (in)équation sous la forme
ax* +bx+c=0 ou ax*+bx+c>0
(avec a,b,c € R des valeurs connues).

Dans ce chapitre, pour résoudre une (in)équation, on va chercher a se ramener a la forme ci-dessus.

| Méthode |

Pour résoudre une équation ou une inéquation :
1. On détermine les valeurs de x pour lesquelles tous les termes de I'équation ont un sens.

2. On raisonne ensuite par équivalences successives, en essayant de simplifier I'(in)équation par des
réécritures, ou en appliquant des fonctions aux deux membres, etc.

Il faut s’assurer a chaque étape que la nouvelle (in)équation est bien| équivalente |a celle qui précede.

On est pour cela souvent amené a recourir a des disjonctions de cas.

La résolution d’(in)équations est donc un exercice d'une extréme rigueur.

Si une équivalence n’est en fait qu'une implication, on peut se retrouver avec une erreur ! Voici un
exemple de résolution incorrecte de 'équationx+2 = v/x+8:

L'équation n’a de sens que pour x € [— 8, +o0 [

x+2=Vx+8 &= (x+2)*=x+8
— P +dx+4=x+8
— X’ +3x—4=0
< (x—1)(x+4)=0 (1 estracine évidente!)
<— x=1loux=—-4

Or, bien que 1 soit effectivement solution de x + 2 = v/ x + 8, on constate avec effroi que ce n’est pas le cas de
—410n va voir tres bientdt d’ou vient le probleme...
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3.2 Résoudre une égalité

Si f est définie en @, onatoujours: a=b —> f(a) = f(b) .Cependant, ce n’est pas nécessairement
une équivalence : on peut avoir f(a) = f(b) sans que cela implique @ = b. Par exemple, cos(0) = cos(27)
alors que 0 # 2.

Remarque. Dans ce chapitre, le probléme ci-dessus arrive quasi exclusivement avec le passage au carré. Etudions
cela. Bien qu’on ait :
a=b = a*=0b*> (onapplique x — x?)

On a pour I'autre sens :
................. — a*=b* (onappliquexs .......)

Ainsi, bien qu’on puisse assurer que :

x+2=vx4+8 = (x+2)>=x+8  (onapplique x — x?)
Si on essayait de justifier le sens réciproque, on obtiendrait :
............................... — (x+2)>=x+8  (onappliquex+ ......)

Et donc on ne peut avoir équivalence qUE Si .......ccceceeveereeneerseennenne C’est le cas pour x = 1, mais pas pour x = —4 !

| Méthode |

Lorsqu’on souhaite passer au carré dans une équation de la forme a(x) = b(x), on doit faire des disjonc-
tions de cas pour s’assurer que les expressions a(x) et b(x) ont le méme signe.

e Dans le cas o1 a(x) et b(x) ont le méme signe (au sens large), alors on a bien :
a(x) = b(x) <= |a(x)| = |b(x)| <= a(x)* = b(x)?

e Dans le cas contraire, par exemple a(x) < 0 et b(x) > 0, alors il n’y a pas de solution a a(x) = b(x) !

Exemple 4. Résoudre I'équationx+5 = vx+11.
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3.3 Appliquer une fonction a une inégalité

Théoreme 3.8 - Appliquer une fonction a une inégalité

Soit a et b deux réels tels que a < b. Soit f une fonction a valeurs dans R.
e Si f est croissante sur [a,b], alors f(a) < f(b).
e Si f est décroissante sur [a,b], alors f(a) > f(b).
e Si f est strictement croissante sur [a,b] etsia < b, alors f(a) < f(b).

e Si f est strictement décroissante sur [a,b] etsia < b, alors f(a) > f(b).

Q Pour appliquer le théoreme ci-dessus, il faut que f soit définie et (dé)croissante sur tout I'intervalle

[a, b] . Contre-exemple : la fonction x — — est décroissante sur R’ et R mais n’est pas définie en zéro.

X
1
Ainsi, il est faux d’écrire: —2 <2 — 7/{{2(

Pour exploiter au mieux ce théoreéme, il est essentiel d’avoir une bonne représentation mentale des fonctions
usuelles. Voici celles qui nous seront utiles :

En prenant des fonctions f particulieres, on en déduit les résultats suivants :

Exemple 5. Soit a et b deux réels tels que a < b. A chaque fois, préciser dans quels cas on peut réaliser I'opération
demandée, et écrire ce que devient I'inégalité en justifiant pourquoi :

o Passer au carré dans l'inégalité a < b.

o Passer au cube dans I'inégalité a < b.
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o Passer alaracine carrée dans I'inégalité a < b.

o Passer al'inverse dans I'inégalité a < b.

3.4 Résolution d’(in)équations

On peut remarquer que toutes les fonctions f qu’on aura besoin d’appliquer (cf Exemple 6) ameénent a faire des
disjonctions de cas autour de 0. Cela conduit a la méthode suivante :

| Méthode |

Lorsqu’on souhaite appliquer une fonction f dans une inéquation de la forme a(x) < b(x), on doit faire
des disjonctions de cas pour s’assurer que les expressions a(x) et b(x) ont le méme signe.

e Dans le cas o1 a(x) et b(x) ont le méme signe (au sens large), alors f est monotone sur [a(x),b(x)]

et on peut écrire :
a(x) < b(x) f@@) s F(BG) )

< ou > selon la
monotonie de f

e Dans les autres cas, la résolution est triviale. Par exemple si x est pris tel que a(x) < 0 et b(x) > 0,
alors ce x est solution de a(x) < b(x) !

Le sens réciproque dans x est automatique ! C’est di au fait que pour les fonctions f qu’on va appliquer, la
fonction “inverse” de f sera toujours (strictement) monotone entre f(a(x)) et f(b(x)).

Exemple 6. Résoudre dans R :

x—2<+3x+4



Exemple 7. Résoudre dans R :




3.5 (In)équations avec des valeurs absolues

| Méthode |

Pour résoudre une (in)équation avec des valeurs absolues, on peut :
’2

e Mettre au carré I’(in)équation et utiliser le fait que |...|" = (.. .)2 pour faire disparaitre les valeurs

absolues.

e Faire un tableau de signes qui contiendra chaque expression dans les valeurs absolues, et résoudre
I’(in)équation dans chacun des cas.

Exemple 8. Résoudre dans R
x+1] < [3x—1|

Il n’est pas toujours possible de faire disparaitre toutes les valeurs absolues en mettant au carré (cf
exemple plus bas). De plus, passer au carré ne simplifie pas forcément les choses ! Si on a un polynéme
de degré 2 dans les valeurs absolues, il devient de degré 4 en passant au carré !
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Exemple 9. Résoudre dans R :

|x? — 2x| + [2x — 5| = 4
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4 Partie entiere

| Définition 3.9 — Partie entiére l ________________________________________________________ .

Soit x un réel. On appelle partie entiére de x, le plus grand entier p tel que p < x. Il est noté |x].

Exemple 10. Six € Z, alors | x| =x.

H:... 7] =... |—e] =...

2

3 *
2 *—
1 *—
3 2 T o 1 2 3 4 5
@ -1
*— 2

Théoréme 3.10 |

La fonction partie entiére est croissante : pour tousx,y € R x <y = [x] < |y]

En particulier, si p < xet p € Z, alors p < |x].
Remarque. Pour toutréel x,ona:

x] <x<[x]+1 oudemaniere équivalente x—1< [x] <x

et |x| est le seul entier qui vérifie ces inégalités.

| Théoreme3.11 |

Pourtousx € Retk € Z,ona |x+k| = x| +k.

Lhypothese “k € Z” est essentielle. Si on essaye de trouver des formules équivalentes pour des réels
x et y, on trouve facilement des contre-exemples : ainsi, avec x =y = 0,9 on obtient :

1
Q Pour un entier n et un réel x, on a en général |nx| # n |x|. Par exemple, avec x = yrona 2)x] =......

G. Peltier 13/16



Calcul algébrique dans R

Remarque. Dans les exercices sur les parties entiéres, il est souvent fructueux de réécrire chaque x en |x| + € en
posant
e=x—|x] €][0,1]

Le réel € est appelé la partie décimale (ou partie fractionnaire) de x. Lavantage est que | x| est un entier qui peut
donc sortir librement d'une partie entiere (comme 'entier kK du Théoréme 3.11).

1
Exemple 11. Soitx € R. Montrer que: |x]| + {x—i— 2J = |2x].

Remarque. On retrouve couramment la notation [x| pour désigner le plus petit entier r tel que x < r.
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5 Méthodes pour les exercices

| Méthode |

Pour résoudre une équation ou une inéquation :

Il faut s’assurer a chaque étape que la nouvelle (in)équation est bien

On est pour cela souvent amené a recourir a des disjonctions de cas.

1. On détermine les valeurs de x pour lesquelles tous les termes de I'équation ont un sens.

2. On raisonne ensuite par équivalences successives, en essayant de simplifier I'(in)équation par des
réécritures, ou en appliquant des fonctions aux deux membres, etc.

équivalente

acelle qui précede.

| Méthode |

et d’utiliser le fait que 0 < € < 1 pour limiter les cas a traiter.

Pour résoudre un exercice sur les parties entieres dont I'inconnue est x, il est souvent pratique de poser
€ = x— | x|, i.e. la partie fractionnaire de x et de remplacer chaque x dans une partie entiére par |x| + €,
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